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CE QU’IL FAUT RETENIR

Solutions d’une équation du second degré sur C:

SiazZ+bz+c=0

On pose A = b” — 4ac : le discriminant

Nombre et type de solutions Forme des solutions
-b-VA
2=
A>0 Il existe deux solutions REELLES —b+VA
E APy
A=0 Il existe une solution REELLE DOUBLE Zo= -b
2a
A< O Il existe deux solutions 5 = —bzi 1A
COMPLEXES CONJUGUEES ! 2a
— b+i4/lAl
2= "%

Solutions générales de a x’’(t) + b x’(t) + ¢ x(t) =0 :

Equation caractéristique : a r’+br+c=0

A >0 x(t) = de™t + pe™! ou r; et r, sont les racines de 1I’équation caractéristique
A=0 x(t) = (At + p) e’ot oury sont la racine double de 1’ équation caractéristique
A<0 x(t) = (Acos (Bt) + p sin (Bt)) e** our; = a+ifetr, =a—1if sontlesracines complexes de

I’ équation caractéristique




P de synthése sur les équations différentielles du 2" ordre AVEC second membre :

5]
Résoudre (E) : Map sur les équations
T : . : d
La fonction inconnue est x(t) —] ax”(t) + bx'(t) + ¢ x(t)= d(t) différentielles du 2" ordre
\ Equation différentielle du 2nd
ordre AVEC second membre
. Résoudre (EO)
Recherche d’une solution ax”(t) + bX'(t) +ex(t) = Equation différentielle du 2nd
particuliere de (E) : ordre SANS second membre
X2(t)
/1 Résolution de I'équation
caractéristique : ar>+ br+c=0
aX2”(t) + b X2'(t) +c X2(t) = d(t) 7
Solutions générales de (EO) suivant A
X1(t)
/ Equation caractéristique : Solutions de
Solutions générales f(t) de (E) : arhrfic=9 AP S dexee

f(t) = X1(t) + X2(t) A>0 2 racines réelles distinctes r, et r, X(t)=2e™t +p et

ou X et p réels
A=0 1 racine réelle double r, X(t)= (AL + pt) e™t
. ou A et p réels
Avec 2 conditions initiales A<0 | 2racines complexes conjuguées X(t) =e*!(k cos (Bt) + p sin Bt)

atifeta-if ou A et p réels

L'unique solution f de (E)
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COURS

1. Les définitions :

_

Définition : On considére une fonction x définie par : { x(t) fonction dérivable sur I

t —
Equation différentielle linéaire du second ordre (E) AVEC second membre a coefficients constants :

une équation du type : ax’’(t) + b x’ (t) + ¢ x(t) = d (t) ou a,b,c sont des constantes réelles (a = 0) , et d est
une fonction définie sur I et dérivable sur I, sachant que I’inconnue est la fonction x(t).

Equation différentielle du second ordre SANS second membre (E’) : ax’’(t) + bx’ (t) + c x(t) =0

Une solution f de I’équation différentielle : ax’’(t) + bx’(t) + cx(t) = d(t) est telle que :
Lorsque 1’on remplace f par la fonction x(t), elle doit vérifier I’égalité c’est-a-dire que :
af *’(t) + bf ’(t) + ¢ f(t) = d(t)

Remarque : si lorsque 1’on simplifie : af >’(t) + bf ’(t) + ¢ f(t), on n’obtient pas d(t) alors f n’est pas
solution particuliére.

Exemple 1 :

Partie A : On considére I’équation différentielle (E) x** (t) — 4x’(t) + 3x(t) = -3t° + 2t oul x est une fonction de la
variable t, dérivable deux fois.

a)déterminer I’équation sans second membre (E’) associée a (E)

b) déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d(t).

¢)Vérifier que la fonction f(t) = -t — 2t — 2 est une solution particuliére de cette équation
différentielle (E)

Partie B : On considére I’équation différentielle : 2y’ (x) —2 y(x) = - 4xe ™ (E).

a)Trouver 1’équation sans second membre associée.

b) déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d(x).

2
Partie C : Dans un circuit RLC, on sait que le systéme vérifie I’équation différentielle : L ddq—t(zt) +R d?i—(tt) + ? =0

a) Comment s’appelle cette équation différentielle ?

b) déterminer les valeurs de a, b et c.
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Exemple 2 : Soit x est une fonction de la variable t, dérivable 2 fois.
On considére 1’équation différentielle (E) :
X’ (t) — 2x°(t) + 5x(t) = Scos t
Trouver 2 réels A et B tel que g(t) = A cos (t) + B sin (t) soit une solution particuli¢re de (E)

249

Dans toute la suite, on note x la fonction que [’on va chercher. x vérifie |'équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants : ax’’(t) + bx’(t) + cx(t) =d(t) que [’'on note (E).

2. Résolution de ’équation différentielle sans second membre (E’) : ax”’ () + b xX’(t) + ¢ x(t) =0

Définition :
Equation caractéristique associée a I’équation différentielle sans second membre (E’) :
ax’’(t) + bx’(t)+ ¢ x(t)=0

239

Rappel : résolution d’une équation du 2" degré sur C :

On considére, sur C, I’équation du second ordre : az’?+bz+c=0 686
avec a, b, ¢ des nombres réels.
On pose A =b* — 4ac : le discriminant
Nombre et type de solutions Forme des solutions
-b-VA
2=
A>0 Il existe deux solutions REELLES _ —b+VA
L=,
A=0 Il existe une solution REELLE DOUBLE Zo= —b
2a
A< O Il existe deux solutions 5 = —bzi [A]
COMPLEXES CONJUGUEES : 2a
_ —b+i |A]
% 2a
En résumé : (extrait du formulaire)
ax +bx +ex =0 SiA>0, f{1)=Ae" + e ... ol # et r, sont les racines de I’équation caractéristique
équation caractéristique : |Sj A=0, 7(r)={(Ar+p)e ......... ol 7 est la racine double de I'équation caractéristique
o +brdc=0 Sia<0, f()= [Acos(B 1)+ usin(B Ne® on 1 = a+if et r =a—if3 sontles racines
de A trmineat A complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Exemple 3 : Trouver les solutions générales des équations différentielles suivantes :

)y’ +3y’ () +2y (=0 |b)y’®-2y’()+y®=0 |c)y’(t)+4y()=0 d) CONPY:IGINE i(t)=0
dt? dt )
241 242 243 3224
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3. Solutions générales de I’équation différentielle (E) : ax’’(t) + bx’(t) + ¢ x(t) = d(t)

Théoréeme : 1261

Les solutions générales de ’équa. diff. du 2" ordre (E) ax”’(t) + bx’ (t)+ ¢ x(t)= d(t) est
obtenue en faisant la SOMME
- d’une solution particuliére de (E) et
- de la solution générale de I’équation différentielle « sans second membre » (E)
ax’’(t) +bx’(t) tcx(t)=0

Exemple 4 : On considére 1’équation différentielle (E) : y** (x) — 3 y’(x) + 2 y(x) = - 4¢ ™ oul y est une fonction de la
variable x, dérivable deux fois.

1. Résoudre I’équation différentielle : y’ -3y’ +2y=0(E’)

X

2. Trouver le réel a tel que g(x) =ax e soit une solution de (E)

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Existence et unicité de la solution vérifiant les conditions initiales (CI) données

Théoreme : Il existe une unique solution a I’équation différentielle ax’’(t) + bx’(t) + ¢ x(t) = d(t)
vérifiant 2 conditions particuliéres, appelées conditions initiales.

Ces deux conditions permettront de déterminer les valeurs exactes de A et p, les coefficients inconnus
obtenus lors de la résolution de I’équation différentielle du 2™ ordre sans second membre.

Exemple 5 : Soit x est une fonction de la variable t, dérivable 2 fois.
On considére I’équation différentielle (E) : x**(t) — 4x’(t) + 3x(t) =-3t* + 2t avec x(0) =0 et x’(0) =0

1. Résoudre I’équation différentielle : x”’(t) — 4x’(t) + 3x(t) =0 (E’)

2. Trouver 3 réels A, B et C tel que P(t) = At* + Bt + C soit une solution particuliére
de (E)

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la solution de (E) tel que x(0) =0 et x’(0)=0
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Synthése pour la résolution des équations différentielles du second ordre

EQUA. DIFF. DU 2"” ORDRE

3227

Exemple :
On veut résoudre 1’équa. Diff. (E) :
Y’ (x) 2y’ (x) +y(x) = 2e "
sachant que y(0) =1 et y’(0) =1

SANS 2" membre

ax’t)+bx’(t)+cx(t)=0

Yy (x) +2y’(x) +y(x) =0

1/ Solutions
générales
de ’équa. diff.
SANS 2" membre

Equation caractéristique :
ar?+br+c=0

Solutions de
ax”’+bx’ +cx=0

Résoudre I'éq. Caract.
a‘+br+c=0

A>0 | 2racines réelles
rietn

X(T): Aerlt + n er2t
ou A et B réels

A=0 | 1 racine réelle X()= (A + pt) et

-b ou A et p réels

o= ,,—a

A<0 | 2racines cplx conj.
n=o+ifetn=0-ip

ou A et p réels

x(t)=e“t(h cos (Bt) + u sin pt)

Equation caractéristique :
r’+2r+1=0

Donc A =0 donc r = -1 (racine double)
Donc les solutions générales de (E’) sont

y(x) = (A+ pxye ™

AVEC 2" membre

ax”’(t) + b x’(t) + ¢ x(t) = d(t)

Yy (X) 2y’ (%) + y(x) =2e "

2/ Solution
particuliere f
de I’équa. Diff. (E)

On cherche f telle que :
af>”(t)+bf’(t)+cf(t)=d(t)

On va chercher la solution particuliere f
sous la forme f(x) =k x2 ¢ ™ ou k est un
réel a déterminer.

f(x) = k x> e * (attention c’est un

produit !!) ;

f’(x)=2kxe *-kx% =2k x —kx?)e "
(attention il y a encore des produits !!) ;
f’(x)=(2k-2xk)e ™ -2k x—kx?) e ™
=(kx*-4kx+2k)e™

Donc

f°(x) +2f°(x) + f(x)

=(kx*-4kx+2k)e ™ +22k x —kx?>)e ™
+kx?e ™ (on simplifie au maximum)
=2ke “=2e * (d’aprés I’énoncé)

Donc2k=2 = k=1.

Donc la solution particuliére est :
f(x)=x*e™

3/ solutions
générales
de ’équa. diff.
AVEC 2" membre

1/ recherche des solutions générales de I’équa.

Diff. SANS second membre

2/ recherche d’une solution particuliere de
I’équation AVEC second membre

3/ Les solutions générales de 1’équa. AVEC
second membre résulte de la SOMME des
fonctions obtenues au 1/ et 2/

Donc les solutions générales de (E) sont
de la forme :

y(x)=(A+pux)e *+x2e "
=A+pux +x2)e™

4/ obtenir la
solution unique de

(E)

Grace a 2 conditions initiales du type
X(to) =Y et X’(tl) =Yi
On pourra déterminer les valeurs de A et p .

On veut maintenant trouver y(x) solution
de (E) telle que : y(0)=1et y’(0) =1

Or les solutions de (E) sont :

y(x) = @A+ px +x*)e-
siy(0)=1alors y(0)=2Ae’=21=1
siy’(0)=1
Y'(x) = (1 +2x)e - (At px +x* e
donc y’(0)=pe’ -Ae’=p—-1=1
or A =1 donc u = 2. Donc la solution de (E)
est:y(x)=(1+2x +x%)e ™

X
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Exercice 1 :
On considére y la fonction définie sur IR, de la variable x, dérivable sur IR, vérifiant 1’équation différentielle (E) :

9y (x) - y(x) = 4.

1. Résoudre I’équation différentielle (Eo) : 9y’ (x) - y(x) =0 243

2. déterminer la solution particuliére h de (E) sous la forme d’une constante

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction y solution de (E) vérifiant y(0) = 0 et y’(0) = 0. "

Exercice 2 :
On considére y la fonction définie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I’équation différentielle (E) :
YU () +2y°(t) = (4 + 3t)e’.

1. Résoudre I’équation différentielle : y’’(t) + 2y’(t) =0 (E’)

2. Déterminer le réel A tel que f(t) = Ate ' soit une solution particuliére de (E )

3. En déduire les solutions générales de (E).

Exercice 3 :
On considére x la fonction définie sur IR, de la variable t, dérivable sur IR, vérifiant I’équation différentielle (E) :
x”’(t) + 4x(t) = - 6 sin(t).

1. Résoudre I’équation différentielle (Eo) : x*’(t) + 4x(t) =0

2. Déterminer les réels A et B tel que la solution particuliére g de (E) s’écrive sous la
forme : g(t) = A cos(t) + B sin(t)

3. En déduire les solutions générales de (E).

4. Déterminer la fonction x, solution de (E), vérifiant x(0) =-1 et x’(0) =0 "
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Exercice 1 :

1. (Ep):997’(x)-y(x)=0
C’est I'équation différentielle du 2™ ordre sans second membre associée a (E) . aveca=9;b=0;c=-1

Equation caractéristique : 9r2-1=0= A= 0% — 4x9%x(—1) = 36 > 0
1

. , -1
Donc on a deux solutions réelles : ry = = etr,= 3

t -t
Donc les solutions de (Ey) sont définies sur IR par : y(t) = Ae3 + ue3 avec A et u deux constantes réelles.

2. Sih est constante alors h(x) = A donc h’(x) =h"’(x) =0.
On remplace h dans I’équation (E) car elle est solution particuli¢re de (E).
D’ou: 9%’ (x)-h(x)=4=>9%x0—-A=4 = —A=4doncA= -4
Donc la fonction constante solution de 1’équation différentielle (E) est h(x) = A= -4

3. Avec la question 1 et 2, on en déduit que les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :

t -t
y(t) = Ae3 + ue3 -4 avec A et u deux constantes réelles.

t -t
4. D’aprés la question 3, les solutions de (E) sont de la forme : y(t) = Ae3 + ues -4
0 -0

Siy(0)=0alors y(0)=Aez +pues -4=A1+pu -4=0care’=1 doncAd+pu =4

-t

t
Si y’(0) = 0 alors on a besoin de y’(t) : y’(t) =% es - % es
0y =2 o3 Bos —A _B_ 0_
Doncy(O)—Be3—3e3 —3-3—0 care =1
I =4:>{/1+u = 4 :{2/1 =451 =2
°u§_§=o A —p=0 L= 2

t -t t -t
Donc la solution est : y(t) = Ae3 + ues -4=2e3+2e3 -4

Exercice 2 :

1/ Recherche des solutions de y*’(t) + 2y’(t) = 0

C’est I'équation différentielle sans second membre associée a (E) aveca=1;b=2;c=0.
Equation caractéristique : >+ 2r=0=r(r+2)=0doncr=0our=-2

Donc les solutions de (E¢) sont définies sur IR par : y(t) = 1% + ue=2t =21+ ue~ 2t

2/ Sif(t)=Ate" soit une solution particuliére de (E) alors f doit vérifier f *’(t) + 2f *(t) = (4 + 3t)e'

On a donc besoin de :
e f°(t)=Ae'+ Ate' (attention f est mise sous la forme d’un produit ! revoir la dérivée d’un produit !!)
o ()= Ac' + Ae' + Ate' =2 Ae' + Ate'

Donc f ’(t) + 2f () = 2 Ae' + Ate'+ 2(Ae' + Ate') =4 Ae' + 3Ate' = A(4 + 3t)e' = (4 + 3t)e'

Donc par identification A =1

D’ou la solution particuliére sera : f(t) = Ate' =te"

3/ Donc les solutions générales de (E), avec la question 1 et 2, sont de la forme : y(t) =4+ pe~ %t + te

Exercice 3 :

1. (Eo):x(t) + 4x(t) = 0.
C’est I'équation différenticlle sans second membre associée a (E) aveca=1;b=0;c=4
Equation caractéristique : 2 +4=0= A= 02 —4x1x4= —16 <0

avec A et u 2 constantes réelles.

10
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Donc on a deux solutions complexes conjuguées : r; = 2i et r = -2i

Pour r; : la partie réelle est : & = 0 et la partie imaginaire est : § =2

Donc les solutions de (E’) sont définies sur IR par :

x(t) = e” (Acos (2t) + usin (2t)) = Acos (2t) + psin (2t) avec A et u deux constantes réelles.

2. Sig(t)=A cost+ Bsintest solution de (E) alors g vérifie 1’équation différentielle : g ’(t) + 4 g(t) = - 6 sin(t)
On a alors besoin de calculer :

e g’(t)=-Asint+Bcost

e g’(t)=-Acost-Bsint
Donc g *’(t) + 4 g(t) =- A cos t - B sint + 4(A cost + B sint) =- 6 sin(t) < 3 Acost+3Bsint=-6sint

34=0 :>{A=_02 donc g(t) = A cost+ B sint= - 2sin (t)

=> Par identification : {33 - _6 B =

3. Avec la question 1 et 2, on en déduit que les solutions de 1’équation différentielle (E) sont de la forme :
x(t) = Acos (2t) + usin (2t) - 2sin (t) ou A et u sont des constantes réelles quelconques.

4. On cherche la solution de (E) donc d’aprés la question 3 : x(t) = Acos (2t) + usin (2t) - 2sin (t)
Or x(0) = -1 = x(0) = Acos (0) + psin (0) - 2sin(0) =-1 = A =-1 car cos(0) =1 et sin(0) =0
Pour x’(0) = 1, on a besoin de calculer x’(t) :
x’(t) = —2A sin (2t) + 2 cos (2t) — 2cos(t) = x’(0) = —2A sin (0) + 2p cos (0) - 2cos(0)=0 = 2u —2=0 = pu=1

Donc la solution particuliére de 1’équation différentielle (E) est :
x(t) = Acos (2t) + psin (2t) - 2sin (t) = - cos (2t) + sin(2t) — 2sin (t)

cos (2t) + sin(2t) — 2sin (t)

11



